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Variable Compleja I. Examen X

Ejercicio 1 (3.5 puntos). Probar que la serie > -& converge absolutamente en todo
n=>1

punto del dominio 2 = {z € C: Rez > 1} y uniformemente en cada subconjunto
compacto contenido en (2.
= [1 punto extra] Deducir que la funcién g :  — C dada por g(z) = > L es

nZ
n>1

continua y probar que admite primitiva.
Ejercicio 2.
1. [1.5 puntos| Probar que la funcién f : C — C es entera:

e —1

fO=1 vy [fla)= vz € C".

2. [1.5 puntos] Calcular la integral

-1
[ el
C(0,2) z(z —1)

Ejercicio 3 (3.5 puntos). Dada g € H(D(0, 1)), probar que existe una unica funcién
f € H(D(0,1)) verificando

2f'(2) + f(z) =g(2),  Vz2€D(0,1),
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Ejercicio 1 (3.5 puntos). Probar que la serie > -& converge absolutamente en todo
n=>1

punto del dominio 2 = {z € C: Rez > 1} y uniformemente en cada subconjunto
compacto contenido en (2.

Estudiamos en primer lugar la convergencia uniforme. Sea K C {2 compacto.
Como la parte real de z es continua, M € R tal que:

M =min{Rez:z€ K} > 1

Entonces, para todo z € K se tiene que:

1 1 1
we| = nRes S TMEN
. 1 : :
Como M > 1, la serie E —y; converge, y por el Test de Weierstrass, la serie
n
n>=1

1 .
5 — converge uniformemente en K.
n
n=1
Para la convergencia absoluta, consideramos z € € fijo. Como {z} es compacto,
por el Test de Weierstrass tenemos que converge absolutamente en {z}. Como z es
arbitrario, tenemos que la serie converge absolutamente en todo punto de Q.

= [1 punto extra] Deducir que la funcién g : Q — C dada por g(z) = Y. == es
n>1

continua y probar que admite primitiva.

Probaremos ahora la continuidad de g en €2, algo que no tenemos directo
por no ser ) compacto. Fijado z € , por ser ) abierto IR € RT tal que
D(z,R) C Q. Entonces, tomando r = £/2 se tiene que z € D(z,r) C €2, con
K = D(z,r) compacto. Como K es compacto y el término general de la serie
de g esta formado por funciones continuas para todo n € N, la convergencia
uniforme de la serie en K nos garantiza que g es continua en z € K. Como z
era arbitrario en €2, se concluye que ¢ es continua en 2.

Para probar que admite primitiva, como 2 es estrellado podriamos intentar
ver si g es holomorfa en €2, algo que no es trivial puesto que no se trata de
una serie de potencias. Por tanto, veamos que la integral para todo camino
~ en 2 es nula. Fijado un camino cerrado v, como 7 es una funciéon continua
sabemos que v* es compacto, por lo que la serie converge uniformemente en
~v*. Por tanto, podemos intercambiar la integral y la suma:

1 1 *
[o@ds= [Yta=> [ a:23 00
Y Y n>1 n n>1 v n n>1
donde en (x) hemos usado el Teorema Local de Cauchy, puesto que el inte-

grando es holomorfa.

Por tanto, g es continua y admite primitiva en (2.
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Ejercicio 2.
1. [1.5 puntos] Probar que la funcién f : C — C es entera:

er—1

f(0)=1 y f(z) = Vz e C*.

Por el Caracter local de la Holomorfia, sabemos que f € H(C*). Por tanto,
también sabemos que f € C(C*). Estudiar la derivabilidad en el origen no es
sencillo, y planteamos varias opciones.

Opcion 1. Estudiemos en primer lugar la continuidad de f en el origen. Sa-

bemos que:
I ()_1, ez—l_l, ez—eo(*_) 0_q1_ (0)
le]OfZ—ZlII]O . _zlmOZ 0 =e =1=f

donde en () hemos usado la definicién formal de la derivada de la expo-
nencial en el origen.

Por tanto, sabemos que f € C(C) y f € H(C*). Por el corolario del
Teorema de Extensién de Riemman, sabemos que f € H(C).

Opcidén 2. Supongamos que no caemos en la primera opcioén, que evidente-
mente es mucho mas directa. Entonces, buscamos calcular el siguiente

limite: 0 -
iy 1D SOy Fmlmz
z—0 z — 0 z—0 Z2

Desarrollando la exponencial en serie de Taylor, tenemos que:

> n > n
z z
I B L 2y 2 "

oo
, , =0 , =2 , z , Z z
hm—:hmn—:hmn :hm :lm —
2—0 22 2—0 22 z—0 22 =0 £~ n! 20 £~ (n+2)!
n—= n=

Para poder intercambiar sumatoria con limite, necesitamos que la suma-
toria sea una funcién continua, y para ello necesitamos que haya con-
vergencia uniforme. Calculamos el radio de convergencia de la serie de

potencias:
1 (n+2)!1 1 0
(n+3)! 1 Cn+3

Por la férmula de Cauchy-Hadamard, el radio de convergencia es R =
oo. Por tanto, la serie converge uniformemente en todo compacto de C.
Tomando K = D(0,r) para cierto r € R*, tenemos que:

, ef—1—2z = zZ" 1 1
Ly _z%lli%(nm)!_i_ﬁ

n=

Por tanto, f es derivable en el origen (con f’(0) = 1/2), y por tanto

feH(C).
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2. [1.5 puntos] Calcular la integral

-1
J—t
C(0,2) 2(z—1)

Descomponemos en fracciones simples:

1 _é+ B N C  Al-1°+Bz(z—-1)+Cx
2(z—-12 2z z—-1 (z2—-1)2 z2(z —1)?

= Si z =0, tenemos 1 = A.
= Siz=1, tenemos 1 = C.

» Igualando los coeficientes de 22, tenemos 0 = A + B, por lo que B = —1.

Por tanto, tenemos que:

-1 -1 -1 -1
/ 6—2dz:/ ¢ dz—/ € dz—l—/ € 2dz
C(0,2) z(z —1) c(0,2) * c(0,2) #— 1 C(0,2) (z—1)

Definimos la siguiente funcion:

f: C — C
z — e —1

Sabemos que f es entera, y usando la férmula de Cauchy para las derivadas,
tenemos que:

/C(O ) /) dz =2mif(0) — 2mif(1) + 2mif'(1) =27 (0 — (e — 1) + €) = 2mi

z

Ejercicio 3 (3.5 puntos). Dada g € H(D(0, 1)), probar que existe una unica funcién
f € H(D(0,1)) verificando

2f'(2) + f(z) = g(2),  V2€D(0,1),

Como g € H(D(0,1)), existe una sucesién {a,} tal que:

g(z) = Z anz" Vz e D(0,1)
n=0

Supongamos ahora la existencia de una funcién entera f que verifique la ecuacién
dada. Entonces, existe una sucesién {3,} tal que:

f(z)= Zﬁnz” Vz € D(0,1)
n=0

Por el Teorema de Holomorfia de funciones dadas como suma de serie de poten-
cias, tenemos que:

f'(z) = Znﬁnzn_l Vz € D(0,1)
n=1

7
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De nuevo, por el mismo Teorema:

n(n —1)B,2" 2 Vz e D(0,1)

WE

f'(z) =

[|
)

n

Podemos por tanto escribir la ecuacién dada como:

i 2" = 2* f: n(n —1)B,2""2 + i Bnz"
n=0 n=2 n=0

I
NE

n(n —1)6,2" + Z Bnz"
n=0

3
U
N

[
WE

n(n —1)5,2" + Z Bnz"
n=0

3
Il
=)

I
NE

(n(n—1)4+1)8,2" Vz e D(0,1)

i
o

Por el Principio de Identidad, se tiene que:

Por tanto, se tiene que:

= «Q

= E S \ D(0,1
/() n(n—l)—i—lZ 2 €D(0.1)

n=0

Comprobemos que dicha funcién es holomorfa en D(0,1). Como g € H(D(0,1)),
entonces su radio de convergencia es R, = 1, por lo que {{/|a,|} — 1. Por tanto:

o an ' lim 3/ 1
lim = = =
n—oo \[ [n(n—1)+1 lim ¢/nn—-1)+1 1

n—oo

Por tanto, Ry = 1y por tanto f € H(D(0,1)), demostrando asi la existencia de
una funcién entera f que verifique la ecuacion dada. Ademads, esta es tnica por el
Principio de Identidad.



